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❈▲❆❙❙❨✿ ❛ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞
Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥
▼P❙♦❈s
❳✐♥ ❆♥✱ ❙❛rr❛ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥✱ ❆❜❞♦✉❧❛②❡ ●❛♠❛t✐é ✱ ➱r✐❝ ❘✉tt❡♥
Pr♦❥❡❝t✲❚❡❛♠s ❙❛r❞❡s ❛♥❞ ❉❛❘❚
❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ♥➦ ✼✾✶✽ ✖ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✷ ✖ ✷✸ ♣❛❣❡s
❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❛♣✐❞ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s✲♦♥✲❝❤✐♣ ✭▼P❙♦❈s✮✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆s ✐♥ t❤❡ st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❞❛t❛✢♦✇s ✭❙❉❋s✮✱ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠
❡①♣❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦r t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ ♥❛♠❡❞ ❈▲❆❙❙❨ ✭st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❈▲♦❝❦ ❆♥❛❧✲
②❙✐s ❙❨st❡♠✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ✇❛② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❞❡s✐❣♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ❢❛st ❛♥❞ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡s✐❣♥
s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ▼P❙♦❈ ❞❡s✐❣♥✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦s✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
❈▲❆❙❙❨✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡s ♣♦✉r ❧❡
♣r♦t♦t②♣❛❣❡ r❛♣✐❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s s✉r ▼P❙♦❈
❘és✉♠é ✿ ❈❡ r❛♣♣♦rt ♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❜❛s❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡s ❛❜str❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡
r❛♣✐❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s✲s✉r✲♣✉❝❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♠✉❧t✐✲
♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠✲♦♥✲❝❤✐♣ ✕ ▼P❙♦❈s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ♠✉❧t✐✲❤♦r❧♦❣❡
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s
♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st
❞é❝r✐t ❡t ❛♥❛❧②sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ ❞❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐ts ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❝❡✉① ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❯♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s
✐❞❡♥t✐✜és✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛❞❛♣t❛t✐❢s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ♦✉
❞❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ r❛♣✲
♣♦rt ♦♥t été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧ ♥♦♠♠é ❈▲❆❙❙❨ ✭♣♦✉r ❈▲♦❝❦ ❆♥❛❧②❙✐s
❙❨st❡♠✮✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥
♠♦②❡♥ r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦rr❡❝ts✲♣❛r✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t s✐♠♣❧✐✜❡r
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
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✺ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ▼P❙♦❈ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❆❞❛♣t✐✈✐t② ✶✻
✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❈▲❆❙❙❨ t♦♦❧ ✶✼
✼ ❈❛s❡ st✉❞②✿ ▼✲❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r ✶✽
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✼✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s tr❛♥s♣♦rt✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡❢❡♥s❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲
♠❡❞✐❛✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡
❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s t♦ t❤❡✐r ✉s❡rs t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ♣❤♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝❛❧❧✱
✇❛t❝❤ ✈✐❞❡♦✱ ♣❧❛② ♠✉s✐❝✱ ❜r♦✇s❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ❡t❝✳ ■t ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡
❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ tr❛♥s✐st♦rs ✐♥ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ❡✈❡♥ ❡①❝❡❡❞s
♦♥❡ ❜✐❧❧✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤✐♣ t♦❞❛②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ♦✛❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♦r ♠✐❣r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✳
▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s✲♦♥✲❝❤✐♣ ✭▼P❙♦❈s✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ s♠❛rt ♣❤♦♥❡s ♦r t❛❜❧❡ts✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✉♥✐ts✱ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ♦♥✲❝❤✐♣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ❬✸❪✳ ■❢ t❤❡② ♦✛❡r
❛ ❣r❡❛t ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡
❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✹ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❆s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❡♠❛♥❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧s ❬✶✹❪ ❬✶✸❪
❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r r❛♣✐❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣
❧❛r❣❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❘❚▲ ❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥s ♦r ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ♦♥ ❋P●❆s ❬✾❪ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♦❢t❡♥ s❧♦✇ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ r❛♣✐❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ▼P❙♦❈ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡
❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦❢ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡✲
❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ✇❛② t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡♥s✉r❡s ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇✳r✳t✳ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦r ❡✈❡♥t ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡s✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛❞❛♣t✐✈❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✲
✐♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ t♦♦❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈▲❆❙❙❨✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s ❛ ❞❡s✐❣♥❡r t♦ r❛♣✐❞❧② ❛ss❡ss ▼P❙♦❈ ❞❡s✐❣♥
❝❤♦✐❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ❢❛✈♦rs ❛ r❛♣✐❞ s②st❡♠ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ ♦❢ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❝②❝❧❡✲❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥
❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s❀ ❙❡❝t✐♦♥ ✸
✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦ ❞❡s✐❣♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡❀
❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ s②st❡♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣❀
❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❡①t❡♥❞s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ▼P❙♦❈ ❜❡❤❛✈✐♦rs❀ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❈▲❆❙❙❨ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧❀ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ r❡♣♦rts ❛ ❝❛s❡ st✉❞②❀ ✜♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥
✽ ❣✐✈❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❝❡♥tr❛❧ ✐♥ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥✐ts✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ ❛✉t❤♦rs ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢♦✉r ❜❛s✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ✐✮ t❤❡ ✉♥❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❯❈❙✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭♦r ♦♣t✐♠❛❧✮ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✳r✳t✳ ❛ s❡t ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥s O✱ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐t t②♣❡s U ✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ m : O → U ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥
O ❞❡♥♦t✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ ✐✐✮ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❚❈❙✮ ❛♥❞ ✐✐✐✮ r❡s♦✉r❝❡✲
❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❘❈❙✮ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
❯❈❙ ♣r♦❜❧❡♠❀ ❛♥❞ ✐✈✮ t❤❡ t✐♠❡✲ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❚❘❈❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❜♦t❤ ❚❈❙ ❛♥❞ ❘❈❙✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♥❛♠❡❧②
❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✴❛s ❧❛t❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❆❙❆P✴❆▲❆P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❢♦r❝❡✲❞✐r❡❝t❡❞
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■▲P✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ❛♥ ❘❈❙ ♣r♦❜❧❡♠
✇✐t❤ ❧✐st s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❘❈❙ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✻❪✳ ❲❡
❞♦ ♥♦t ✉s❡ ■▲P✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ s♦❧✈❡ ❘❈❙ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❝♦st t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
♦♣t✐♠✐s♠ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ✐ts ✉♥s✉✐t❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
❱❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞
t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡✐r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡♠✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❛t❛✢♦✇s ✭❙❉❋s✮ ❬✽❪ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡✐r ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✇❤♦❧❡ t❤❡♦r② t♦ st❛t✐❝❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡ ❙❉❋ ❣r❛♣❤s
♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P❆❙❙ ❛♥❞ P❆P❙✳ ❆ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ P❆❙❙
✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❞❛t❛ r❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ P❆P❙ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛❝②❝❧✐❝ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ P❆❙❙✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡♦r② ❛ss✉♠❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✺
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳
❆♥♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❡❧❢✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬✶❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ t❛s❦ ✐s ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❛❞②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
s♣❡❝✐✜❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s s✉❝❤ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ ❬✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❙❉❋ ❣r❛♣❤s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❡❧❢✲t✐♠❡❞ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥ ❬✶✼❪✱ ❛ s❡❧❢✲t✐♠❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ▼P❙♦❈s ✐s
st✉❞✐❡❞✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s
♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳
■♥ ❬✶✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ♦♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤
❞②♥❛♠✐❝ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠ t❛s❦s t♦ ♣r♦❝❡ss♦r t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ t❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦s ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t❤✉s
❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r
❝②❝❧❡s✳
■♥ t❤❡ ❙❡s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✶✷❪✱ ❑❛❤♥ ♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✭❑P◆s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt s②st❡♠✲
❧❡✈❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❙♦❈s ❛♥❞ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡②
❞♦ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ❛ ♣❧✉❣✲✐♥
♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ❧✐❦❡ ✜rst
❝♦♠❡ ✜rst s❡r✈❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ st✉❞②
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❛❝t✐✈❡ ▼♦❈ ❬✹❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏s②♥❝❤r♦♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s✑✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠✉❧t✐✲
❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ▼P❙♦❈ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✇✐t❤
❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❞✉r✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳
✸ ❈❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙②st❡♠ ❙tr✉❝t✉r❡
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❧♦❝❦ ❛♥❛❧②s✐s s②st❡♠✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤✳
✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇❡❤❛✈✐♦r
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❛s❦s✳ ❚❤❡s❡ t❛s❦s
❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❊❛❝❤ t❛s❦ ❤❛s ✐ts
♦✇♥ ❧♦❝❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧♦❝❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡
❝♦♥str✉❝t ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛❣❣❡❞ s✐❣♥❛❧ s②st❡♠ ❬✼❪✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts ❛r❡
❛ss✉♠❡❞✿ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t T ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥ts✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡st ❡❧❡♠❡♥t τmin ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ≤❀ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ V✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❡✈❡♥t✮ ❆♥ ❡✈❡♥t ❡ ✐s ❛ ♣❛✐r (τ, v)✱ ✇❤❡r❡ τ ∈ T ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t✱ ❛♥❞ v ∈ V ✐s
❛ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ s❡t E ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ≺ s✉❝❤ t❤❛t✿
∀e1 = (τ1, b1), e2 = (τ2, b2), τ1 ≤ τ2, τ1 6= τ2 ⇒ e1 ≺ e2.
❆♥ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛♥✐♥❣s✱ ❡✳❣✳ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
❛ t❛s❦✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❛s❦ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❛t
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✻ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
t❤✐s ✐♥st❛♥t✳ ❆❧❧ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ❛r❡ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡✳ ●✐✈❡♥
t✇♦ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✇✳r✳t✳ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❡✈❡♥ts e1 ❛♥❞
e2 ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡♥ e1 ♠✉st s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ e2
❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭t❛s❦ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ●✐✈❡♥ ❛ t❛s❦ t✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
bt✱ ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r bT ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t T
♦❢ t❛s❦s ✐s ❛ t✉♣❧❡ (E,C,≺) ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ✐✳❡✳
E =
⋃
bt, t ∈ T ✱ C ✐s ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❡✈❡♥ts (ei, ej) s✉❝❤ t❤❛t ei ≺ ej ❛♥❞
≺ ✐s ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r E✳











2}✳ ❊❛❝❤ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛rr♦✇






2✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ s❡t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s










1)}✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛rr♦✇ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ♠❡❛♥s ♥♦
















❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ▼❛♥② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣❛tt❡r♥s ♦✈❡r
t❤❡ t✐♠❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
s❡t ♦❢ t❛s❦s T ✱ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r bT ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r (π, ω)✱ ✇❤❡r❡ π ∈ B ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✈❡r T ✱
r❡♣❡❛t❡❞ ω t✐♠❡s ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ω ∈ N∗✳
■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r (bT , 20) r❡♣❡❛t❡❞ 20 t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦✇♥
♣❛tt❡r♥✳
✸✳✷ ❊①❡❝✉t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠ ❇❡❤❛✈✐♦r
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs P ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✈✐❛ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞✱ ❡✳❣✳ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛t ❞❡s✐❣♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✉r✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛
❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❤❡❡ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✳r✳t✳ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s✳
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✼
▲❡t P ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧
♣❧❛t❢♦r♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝❧♦❝❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s fi ♦❢ ✉s❡❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts pi ∈ P, 1 ≤ i ≤ |P |✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ K ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s LCM(f1, ..., f|P |)✱ ✇❤❡r❡ ▲❈▼ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❡❛st ❈♦♠♠♦♥
▼✉❧t✐♣❧❡✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛❝❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s 1/fi✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❝②❝❧❡ 1/fi ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t pi ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝②❝❧❡s 1/LCM(f1, ..., f|P |) ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✳ ❲❡ ✉s❡ nr(pi) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss♦rs p0, p1 ❛♥❞ p2 ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
f0 = 100MHz, f1 = 50MHz ❛♥❞ f2 = 40MHz✳
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✳✳✳
K • • • • • • • • • ✳✳✳
p0 • • • • • ✳✳✳
p1 • • • ✳✳✳
p2 • • • ✳✳✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❧♦❝❦ tr❛❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
✸✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❊①❡❝✉t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠s
❆s ✐♥ ✉s✉❛❧ s♦❢t✇❛r❡✴❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦✲❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭s♦❢t✇❛r❡✲❤❛r❞✇❛r❡ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ t❛s❦ s❡t T
❛♥❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t s❡t P ✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ M : T → P ✳
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ M−1 : P → 2|T | ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
M ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❧❧
✉s❡❞ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✴❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t e
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs α(e/pi) ❛♥❞ β(e/pi)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦sts ✇✳r✳t✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ❡❧❡♠❡♥t pi✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛t✐❝❛❧❧② ❜② ♣r♦✜❧✐♥❣ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✳
✹ ❈❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙②st❡♠ ❊①❡❝✉t✐♦♥
❆ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ ✇❡ s❤♦✇
❤♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡❞ s②st❡♠✳
✹✳✶ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❊①❡❝✉t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠s
❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ t❛s❦s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢r♦♠ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈❡♥ts
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✽ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ✐s ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✐♠s t♦
❞❡✜♥❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥ts ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ t❛s❦ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✳
❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❛s❦s ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ t❡r♥❛r②
❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦ ✐s ❛ t❡r♥❛r②✲✈❛❧✉❡❞ str✐♥❣ ♦✈❡r {−1, 0, 1}✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s 1 ❛♥❞ 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐❞❧❡ ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❡①❡❝✉t✐♥❣
s♦♠❡ t❛s❦s ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ −1 ✐s ❝♦♥t❡①t✉❛❧✿ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
−1 ♠❡❛♥s ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡s❡ ✐♥st❛♥ts ✐❢ ✐t ✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② 1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❞❡♥♦t❡s ✐❞❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤r❡❡ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❣✐✈❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦
❞❡♥♦t❡❞ ❜② clk(t0/p0) ✭✐✳❡✳✱ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❛s❦ t0 ♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t p0✮✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❡✈❡♥t e00 st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ ♦❢ p0✳
❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t e10 st❛rts ❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦♥❡ ❝②❝❧❡✳
■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❤❛s t✇♦ ✐❞❧❡ ✐♥st❛♥ts✳ ■♥ t❤❡s❡ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t st❛rts
♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ −1✬s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡✈❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t ❤❛s t♦ ✇❛✐t
❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ ✇❛✐t ♦❢ ❡✈❡♥t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✉♣♦♥ i) s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦t ✜♥✐s❤❡❞✱ ❛♥❞ ii) r❡s♦✉r❝❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts
♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s r✉♥♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❡✈❡♥t✳ ❖♥❧② ❛ ✢❛✈♦r ♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✱ ♠♦r❡
❛s♣❡❝ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ✏✶✧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾
p0 • • • • •
clk(t0/p0) ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶
clk(t1/p0) ✵ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶
p1 • • • •
clk(t2/p1) ✶ ✲✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s
❆ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦ clk(t2/p1) ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s 1(−1)
20(−1)21(−1)2✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✇❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝
t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s✳
✹✳✷ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P❧❛t❢♦r♠s
❲❡ t❛r❣❡t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛s ✐♥ ❬✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r s❝❤❡❞✉❧❡s ✐s
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ i) t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ii) t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ iii) ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❛s❦ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐♥st❛♥ts
♦r t✐❝❦s ♦❢ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ t❤❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥ts
✐s ❢✉❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♥♦t ②❡t r❡❛❞② t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♥
❡✈❡♥t✱ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ t✐❝❦ ❢r♦♠ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ t✐♠❡✳ ❆✉t❤♦rs ✐♥ ❬✽❪ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t i) ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ✜r✐♥❣s✱ ❛♥❞
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥s✉r❡ ♣♦✐♥t ii)✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦✐♥t iii)✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ r❡❛❞② t❛s❦s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✐♥st❛♥ts ♦❢ t❛s❦ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦s ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✾
♥♦ ♣r✐♦r ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡
r❛✐s❡❞ ❜② ♣♦✐♥t iii) ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t1 ♦♥ p0✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② clk(t1/p0) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡
t❛s❦ t1 st❛rts ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② r❡❞ ❝♦❧♦r❡❞
✏✶✑✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r p0✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r (E,C,≺) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❡✈❡♥ts E ✇✳r✳t✳ C✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✐t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✮ ❆ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t e ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r p ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs α(e/p)✱ β(e/p) ❛♥❞ nr(p) ✐s ❛ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦✿ clk(e/p)pos = (1(−1)
(α(e/p)+β(e/p))∗nr(p)−1)pos
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t pos ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ st❛rt
✐♥st❛♥t ♦❢ e ♦♥ p✳
❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞❡♥♦t❡❞ ❜② pos ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢
❡✈❡♥t e10 ♦❢ t❛s❦ t0 ♦♥ p0✱ ✇❤❡r❡ α+ β = 1 ❛♥❞ nr(pi) = 1✱ ✐s (1(−1))4✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❢r♦♠ ✐♥st❛♥t
♥✉♠❜❡r 4✱ ✇✳r✳t✳ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ♣r♦❝❡ss♦r p0 ❡①❡❝✉t❡s e
1
0 ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ (1(−1))✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥t iii)♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ pos ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
♦❢ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥♥♦t st❛rt ✇✐t❤✐♥ t✇♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ t✐❝❦s ❛♥❞ ✐ts ❞✉r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦
❝②❝❧❡s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t②✮ ❆ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ t✐❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉♣② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥t i) ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts✳
❆❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ei ≺ ej , (i 6= j)✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡s clk(ei/pt)posi ❛♥❞ clk(ej/pk)posj ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿ posi + |clk(ei/pt)| ≤ posj ✇❤❡r❡ |clk| ♠❡❛♥s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦
✐♥st❛♥ts ✇✳r✳t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ e00 ≺ e
0
2 ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❧♦❝❦ ♦❢ e
0
0 ❡♥❞s ❛t
t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ e02 st❛rts ❛t t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ e10 ≺ e
1
2✳
❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ii) ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛r❜✐tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❛❝❝❡ss ❜② ❡♥s✉r✐♥❣
t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡s clk(ei/p), clk(ej/p), i 6= j ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r p✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② clk(ei/p) ∦ clk(ej/p) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❡✈❡♥t e00 ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ e
0
1 ♦♥ p0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛❧❧ ❡①♣❡❝t t♦
❡①❡❝✉t❡ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥t✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❡✈❡♥ts
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✻✱ ✼✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥t
s❝❤❡❞✉❧❡s ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♣❧❡❛s❛♥t✱ ♥❡✐t❤❡r ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♥♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✶✵ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✱
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ ✐ts ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ❆ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦r bt ♦♥ ✐ts ♠❛♣♣❡❞
♣r♦❝❡ss♦r p ✐s ❛ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦ clk(bt/p)✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛t✉s ♦♥ p✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r②
✜rst ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ s❛② ✐t ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
✐❢ ❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ✐ts ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧
✐ts ❡✈❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ❜② ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡✐r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ pos✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✇❛✐t✐♥❣ 0✬s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❣✐✈❡s t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s
✇✳r✳t✳ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾
p0 • • • • •
clk(t0/p0) ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶
clk(t1/p0) ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶
p1 • • • •
clk(t2/p1) ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s
◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ❛ ▼P❙♦❈ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♣♣✳ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ❆♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ P ✇✳r✳t✳ ♠❛♣♣✐♥❣ M : T → P ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s✱ ✐✳❡✳ {clk(t/M(t)), t ∈ T}✳
❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT ♦♥ ❛ ▼P❙♦❈ ❛s ❛ s❡t ♦❢ t❡r♥❛r②
❝❧♦❝❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐ts t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs s❛t✐s❢② ♦✉r ❜❛s✐❝
t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ st❛t❡s
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛t❡s
♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❡①❛❝t❧② ❜② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ t❛s❦s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✐t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ⊔✱ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ⊔✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧❡s clk(ti/p)✱
clk(tj/p)✱ i 6= j ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r p✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ clk(ti/p)⊔ clk(tj/p) ✐s ❛ ♥❡✇ t❡r♥❛r②
❝❧♦❝❦ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ p ♦✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛♥❞s✱ ✐✳❡✳✿
|clk(ti/p) ⊔ clk(tj/p)| = max{|clk(ti/p)|, |clk(cj/p)|},
✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ clk(ti/p) ❛♥❞ clk(tj/p)✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐❞❧❡ ✐♥✲
st❛♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ✵ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✲✶✳
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✶✶
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻ ✶✼ ✶✽ ✶✾
p0 • • • • • • • • • •
clk(t0/p0) ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶
clk(t1/p0) ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶
p1 • • • • • • •
clk(t2/p1) ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s clk(t0/p0) ❛♥❞ clk(t1/p0) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
clk(t0/p0) ⊔ clk(t1/p0) = 1(−1)1(−1)1(−1)0(−1)1(−1).
❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❝❧♦❝❦ ❛s s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r p0✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✮ ❆♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
p ✇✳r✳t✳ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r {clk(t/M(t)), t ∈ T} ✐s ❛ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
clk(p) = ⊔clk(ti/p), ti ∈ M
−1(p)✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✏❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②✧ ✐s
♠♦r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐t ♦♥❧② ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✈❡♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✳
✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❆s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✿
❼ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT = (π, ω), ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❡t T ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢
❡✈❡♥ts❀
❼ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs P = {pi,i∈1..n} t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝②
✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t {fj,j∈1..m}❀
❼ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ M : T → P ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t e ∈ E✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉♣♣♦rt ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛rt ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt✱ ♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤♦✉t ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿
t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡
t❤❡s❡ t✇♦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ r❡❛❝❤ t❤✐s
❣♦❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ E✱ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s
❡♥❛❜❧❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ≺ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡s ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ✐t ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❇② t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r✳
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✶✷ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻ ✶✼ ✶✽
p0 • • • • • • • • • •
clk(t0/p0) ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶
clk(t1/p0) ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✶ ✲✶
p1 • • • • • • •
clk(t2/p1) ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶ ✶ ✲✶ ✲✶
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r✮ ❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r φ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r
bT = (π, ω) ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ t❛s❦ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤✐♥ π r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ bT ✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝










2 >✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r (π, ω) ❛s (πk, ω′)✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r ♠❛♥❞❛t♦r② ❢♦r t❤❡ ✉s❡rs✱
❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥str✉❝t ♦♥❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐❢ ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ♠❛② ✈❛r②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❧❛② ✇✐t❤ ✐t s♦ ❛s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ♦r ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦r❞❡r✱ ❜✉t ❛✐♠s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ❬✽❪✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ■♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✜rst ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s r❡♣❡❛t❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❛s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛ts ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✈✐♦❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡
✐♥t❡❣r✐t② ❛t ✐♥st❛♥ts ✶✸ ❛♥❞ ✶✻ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② r❡❞ ✏✶✧s ♦❢ clk(t2/p1)✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦s✳
■❢ ✇❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ✶✷✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❛s t❤❡ ✈❡r② ✜rst ✐♥st❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛
s❝❤❡❞✉❧❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞❡❧❛②s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❡✈❡♥ts ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❈▼ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s♦ ❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ nr(pi), pi ∈ P ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ Pr♦✈✐❞❡❞
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r φ✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t e ∈ bt ♦♥
✐ts ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r p✱ t❤❡ t❛s❦ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ ✭clk(e/p)pos✮ t♦ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
pos ❡♥s✉r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❆ t❛s❦✴♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✐❞❧❡ ✐♥st❛♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❧❛st ✐♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛rt ✐♥st❛♥t pos ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤❡♥ pos ✐s ♥♦t ✐ts ♥❡①t
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t✇♦ ♣❡r✐♦❞s










2 >✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ φ✱ ❡✈❡♥t e00 ✐s ✜rst❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ p0 ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r 0 ❛♥❞ ♦❝❝✉♣✐❡s
♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t e01✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts✱ ✐s t❤❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ t❤❡




❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✶✸
✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r p1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥t e
0
0✱ ✐ts s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥♥♦t st❛rt
✉♥t✐❧ ✐♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r 2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤✐s ✐♥st❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ ♦❢ p1✱
t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ✐♥st❛♥t t♦ st❛rt t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ e02 ✐s ❛t ✐♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r 3✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r❡❞ 1 ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ st❛rt
✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳
✹✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✳r✳t✳ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥
♣♦s✐t✐♦♥
✶✿ ■♥♣✉ts✿ ❛♥ ❡✈❡♥t e✱ ✐ts s♦✉r❝❡ t❛s❦ t✱ ✐ts ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r p✱ ❝✉rr❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t ❛♥❞
p✿ sclk(t), sclk(p)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r e t♦ ❡①❡❝✉t❡
♦♥ p✿ α(e/p), β(e/p)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ p✿ nr(p)✱ ❛
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ rp r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts
❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞✳
▲♦❝❛❧✿ sp✿ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ✐♥st❛♥t ♦❢ p ❛❢t❡r rp✳
❖✉t♣✉ts✿ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❝❧♦❝❦s sclk(t), sclk(p)✳
✷✿ ✐❢ rp > |sclk(p)| t❤❡♥
✸✿ sp← ♠✐♥{index|index/nr(p) = 0, index > rp}❀
✹✿ sclk(p) = sclk(p)⊕ 0(−1)[sp−|sclk(p)|−2]
✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✻✿ ✐❢ |sclk(t)| < |sclk(p)| t❤❡♥
✼✿ sclk(t) = sclk(t)⊕ 0(−1)[|sclk(p))|−|sclk(t)|−1]
✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✾✿ sclk(t) = sclk(t)⊕ 1(−1)[(α(e/p)⊕β(e/p))∗nr(p)−1]❀
✶✵✿ sclk(p) = sclk(p)⊕ 1(−1)[(α(e/p)⊕β(e/p))∗nr(p)−1]
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡✜♥❡s ♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐♥✈♦❦❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥
❡✈❡♥t ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■t ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥
❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✇❛②✳ ■♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦r ⊕ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
♦❢ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ⊕✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦s clk1 ❛♥❞ clk2✱ t❤❡✐r
❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ clk1 ⊕ clk2✱ ❛♣♣❡♥❞s clk2 t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ clk1✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ 1(−1)5 ⊕ 1(−1)0(−1) = 1(−1)51(−1)0(−1).
❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✷ t♦ ▲✐♥❡ ✽ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ♣❡r ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② nr(p)✱
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r p✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠
▲✐♥❡ ✾✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❡✈❡r② ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st φ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ✐ts ♣r♦❝❡ss♦r
✭s❡❡ ▲✐♥❡ ✶✵✮✳
❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✶✶ t♦ ▲✐♥❡ ✶✻✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ekj
♦♥ ✐ts ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s
sclk(tj) ❛♥❞ sclk(M(tj))✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s
❝❛r❡ ♦❢ ♦✉r t❤r❡❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ rp ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♥❞
sp ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♥♦♥✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❝❧♦❝❦s✳ rp ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧❛st ✐♥st❛♥t ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts ✜♥✐s❤
❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ▲✐♥❡ ✶✹ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ sp t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t rp ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❡r② ♥❡①t
✐♥st❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t♦
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✶✹ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙❝❤❡❞✉❧❡r
✶✿ ■♥♣✉ts✿ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT = (π, ω)✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r φ✱ ❢r❡q✉❡♥❝② f ♦❢ ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss♦r p ∈ P ✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ M : T → P ✳
▲♦❝❛❧✿ rp✿ t❤❡ ❧❛st ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞
nr(p), ∀p ∈ P ✳
❖✉t♣✉t✿ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s sclk(t), sclk(p), ∀t ∈ T, ∀p ∈ P ✳
✷✿ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ T ❞♦
✸✿ sclk(t) = ⊘
✹✿ ❡♥❞ ❢♦r
✺✿ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ❞♦
✻✿ sclk(p) = ⊘❀
✼✿ nr(p) = LCM(f1, ..., f|P |)/fp
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✾✿ ❢♦r i = 1→ ω ❞♦
✶✵✿ ❢♦r ❛❧❧ ekj ∈ φ ❞♦
✶✶✿ ✐❢ pre(ekj )
⋂
φ = ⊘ t❤❡♥
✶✷✿ ❆❧❣♦✳✶✿ s❝❤❡❞✉❧❡ ekj ♦♥ M(tj) ✇✳r✳t✳ 0
✶✸✿ ❡❧s❡











r✉♥ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✐❞❧❡✱ t❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ❤❛s t♦ ✇❛✐t ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② 0 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ −1✬s✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥st❛♥t sp ✭▲✐♥❡ ✹ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♠✉st ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ✐ts ♠❛♣♣❡❞
♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❛s❦ ❡✈❡♥t e s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ❜♦t❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❝❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✻ t♦ ▲✐♥❡ ✽ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛❜♦✉t t♦ r✉♥ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞s 0 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ −1s t♦ t❤❡ t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ✐❢ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡
❡✈❡♥t ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ✐♥ ▲✐♥❡ ✾ ❛♥❞ ▲✐♥❡
✶✵ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr♦♣❡rt② ✶ ✭❈♦rr❡❝t♥❡ss✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛❧✇❛②s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳
Pr♦♦❢ ✶ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✮✱ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✮ ❢♦r ❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ❡①✐st ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✮✳
Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛✮ ♦♥ ❡✈❡♥ts







j ✱ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❤❡❞✉❧❡s e
p
j
❜❡❢♦r❡ eqj ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ e
q
j ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞









❦❡♣t ❞✉❡ t♦✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❥❡❝ts epj ❜❡❢♦r❡ e
q
j ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ φ✱ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ eqj st❛rts ❛❢t❡r t❤❡ ✜♥✐s❤ ✐♥st❛♥t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ e
p
j ✇❤✐❝❤ ✐s
✉♥❞❡r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ rp✳
❈②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t②✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ❤❛✈❡ 1s ❛♥❞ 0s ♦♥❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r t✐❝❦ ✐♥st❛♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡s ✹✱ ✼✱ ✾✱ ✶✵
♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡s❡ ✉♣❞❛t❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❝❧♦❝❦s
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✶✺
❛r❡ ❡♠♣t②✱ t❤✉s ✐❢ t❤❡ ❝♦❞❡s ♦❢ ▲✐♥❡s ✹ ❛♥❞ ✼ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ 0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst
✐♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s t❤❡ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❢t❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ −1s ❛r❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞✱
❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ ❤❛s t❤❡ ♥❡①t ✐♥st❛♥t ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦ ❞✉❡ t♦ sp ❢♦r ▲✐♥❡ ✹ ❛♥❞ sclk(p)
❢♦r ▲✐♥❡ ✼ ✭✇❤♦s❡ ♥❡①t ✐♥st❛♥t ✐s ❛ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦✮✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ▲✐♥❡s ✾ ❛♥❞ ✶✵✱ ❡❛❝❤ 1 ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦
❛ ❝❧♦❝❦ ✐♥st❛♥t ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧♦❝❦ t✐❝❦✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ ✜♥✐s❤❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛ t✐❝❦ ✐♥st❛♥t ❛s t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s♣❛♥s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❛❧❧
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✳
◆♦♥✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❢❛❝ts
♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst❧②✱ ❜❡❢♦r❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t e✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ♠❛t❝❤❡s ✐ts ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ clk(e)pos ♦❢ e
✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❝❧♦❝❦s ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧♦❝❦✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡✈❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❝❤❡❞✉❧❡❞✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r bT = (π, ω) ❛♥❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r φ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ ω ∗ |φ| ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ |φ| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ φ✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤✐♥ φ ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐s ✉♣ t♦ |φ|✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ω ∗ |φ|2✳ ❆s t❤❡ s✐③❡
♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s ❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② |T |✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ω ∗ |T |2✳
✹✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s
❲✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✈❛r✐♦✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛t❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦✈❡r t❤❡
t✐♠❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ sclk(pi) ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r pi ∈ P ✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❞✐r❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ET (pi) ❛♥❞ ✉s❛❣❡ r❛t✐♦ UR(pi) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❼ ET (pi) = |sclk(pi)| ∗ (1/LCM(fi, ...f|P |))✱
❼ UR(pi) = nbc(sclk(pi))/(nbc(sclk(pi)) + nic(sclk(pi)))✱
✇❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s nbc(sclk(pi)) ❛♥❞ nic(sclk(pi)) ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉s② ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s ❛♥❞
♦❢ ✐❞❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♣t✉r❡s
✐ts ✉s❛❣❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉s② ❝②❝❧❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r✉♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡s✳
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r (E,C,≺)✱ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐ts ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✿
ET (E,C,≺) = max{ET (pi), pi ∈ P}✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✱ ✐❢ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❜✉s② ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❧❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r pi ∈ P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② bec(pi) ❛♥❞ iec(pi)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦ sclk(pi)✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
EC(pi) ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r pi ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ EC(E,C,≺) ❛s ✇❡❧❧✳
❼ EC(pi) = nbc(sclk(pi)) ∗ bec(pi) + nic(sclk(pi)) ∗ iec(pi)❀
❼ EC(E,C,≺) =
∑
EC(pi), pi ∈ P ✳
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✶✻ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❡r✐♦❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s ❆ ❛♥❞ ❇✱ ✇❤❡r❡ ❆ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦ t♦
❢❡❡❞ ❇ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ts ❜② ❆
✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜✉✛❡r s✐③❡✳
✺ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ▼P❙♦❈ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❆❞❛♣t✐✈✐t②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ❢❡❛✲
t✉r❡s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ❡✳❣✳ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (π, ω) ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❛t ♣❡r✐♦❞ ❧❡✈❡❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡st
♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳
❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✱ ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥
t♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡
t✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥st❛♥ts ❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦r t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t②
❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦♥t❡①t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❊①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ st②❧❡ ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✷✱ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
r❡q✉❡st (rt, rb) ✇✐t❤ rt ∈ N+ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡q✉❡st ♦❝❝✉rs✱
❛♥❞ rb r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜rst ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ✜rst rt ♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r rb ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② λ(rt, rb) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s✱ ✉♣ t♦ ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st ♦r t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❘❡q✉❡sts
✶✿ ■♥♣✉ts✿ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r (π, ω)✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r φ✱ ❢r❡q✉❡♥❝② f ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r
p ∈ P ✱ ♠❛♣♣✐♥❣ M : T → P ✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡st ❧✐st L =< (rt1, rb1), ..., (rtm, rbm) >
,m ∈ N+ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t② λ(rti, rbi)✳
▲♦❝❛❧✿ rp✿ t❤❡ ❧❛st ✐♥st❛♥t ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❝❡❞❡♥t ❡✈❡♥ts ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ nr(p), ∀p ∈ P ✳
❖✉t♣✉t✿ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s sclk(t), sclk(p) ❢♦r ❛❧❧ t❛s❦s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
▲✐♥❡ ✷ t♦ ▲✐♥❡ ✽ ♦❢ ❆❧❣♦✳ ✷✳
✷✿ ❢♦r i = 0→ m ❞♦
✸✿ ✐❢ ✐❂✵ t❤❡♥
✹✿ ▲✐♥❡ ✾ t♦ ▲✐♥❡ ✶✽ ♦❢ ❆❧❣♦✳ ✷ ✇✐t❤ 1→ rt(i+1)❀
✺✿ ❛♣♣❧② rb(i+1), λ(ri(i+1), rb(i+1))❀
✻✿ ❡❧s❡ ✐❢ ✐❂♠ t❤❡♥
✼✿ ▲✐♥❡ ✾ t♦ ▲✐♥❡ ✶✽ ♦❢ ❆❧❣♦✳ ✷ ✇✐t❤ (rti + 1)→ ω❀
✽✿ ❡❧s❡
✾✿ ▲✐♥❡ ✾ t♦ ▲✐♥❡ ✶✽ ♦❢ ❆❧❣♦✳ ✷ ✇✐t❤ (rti + 1)→ rt(i+1)❀
✶✵✿ ❛♣♣❧② rb(i+1), λ(ri(i+1), rb(i+1))✳
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
●✐✈❡♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡st ❧✐st L = {(rt1, rb1), ...,
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✶✼
(rtm, rbm)}✱ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r
(π, ω) ✐♥t♦ m + 1 ♣✐❡❝❡s ✭❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✷ t♦ ▲✐♥❡ ✶✶ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳ ❊❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
♠❛♣♣✐♥❣ M ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ st❛t❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❤❛♣♣❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❛♣ts t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✭❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✸ t♦ ▲✐♥❡ ✺ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✸ ✇❤❡r❡ i = 0✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst❧② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ st❛t❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡st ❤❛♣♣❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✾ t♦ ▲✐♥❡ ✶✵ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇❤❡r❡
i = 1, ...,m − 1✮✳ ❆t ❧❛st✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥ts
t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛st ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❤❡❞✉❧❡s
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✭❋r♦♠ ▲✐♥❡ ✻ t♦ ▲✐♥❡ ✼ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇❤❡r❡ i = m✮✳ ■♥ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✿ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ t❛s❦
♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♠✉st
❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ▲❈▼✱ ♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ▲❈▼✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❥✉st
♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✇❛②
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t② λ(rt, rb) ✐s t♦ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐❞❧❡ λ ❝②❝❧❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✳
Pr♦♣❡rt② ✷ ✭❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❛❧✇❛②s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✲
✉❧❡s✳
Pr♦♦❢ ✷ ❲❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥str❛✐♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✶✳ ❆s t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝②❝❧❡
✐♥t❡❣r✐t②✱ ❛s ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ▲✐♥❡s ✶✷✱ ✶✼✱ ✷✶ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛❞❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱
s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ st✐❧❧ ❦❡❡♣s t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥❝❡ t❤❡ t❛s❦s ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥♦t❤❡r ♣♦❧✐❝② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❛s❦s ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥♦t❤❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ■t ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ✇✳r✳t✳ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡st✱ ✐t s②♥❝❤r♦♥✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧❛st✳ ❉✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡
♣❛♣❡r✳
❲✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆♥ ♦♥✲
❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❞❛♣t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✭❜❡t✇❡❡♥ ▲✐♥❡ ✶✼ ❛♥❞ ▲✐♥❡ ✶✽ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✳r✳t✳ ♣❡♥❛❧t② ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳
✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❈▲❆❙❙❨ t♦♦❧
❖✉r ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧✱ ♥❛♠❡❞ ❈▲❆❙❙❨ ✭❈▲♦❝❦ ❆♥❛❧②❙✐s ❙❨st❡♠✮✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞
❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ♠♦❞✉❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽















❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❈▲❆❙❙❨ t♦♦❧✳
❼ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ t❛s❦ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❧✐❦❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❧❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝②❝❧❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❼ s❝❤❡❞✉❧❡r s②♥t❤❡s✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ s❡t ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦♠♣♦s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❼ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✶✮ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✭❡✐t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦r t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t✐♠✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✷✮ ❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s
❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❼ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡s✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✳
❼ r❡s✉❧t ❞✐s♣❧❛② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✈❝❞ ✜❧❡ t♦ ❢❡❡❞ ●❚❑❲❛✈❡ s♦ ❛s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❛s❦s
♦♥ t❤❡✐r ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
✼ ❈❛s❡ st✉❞②✿ ▼✲❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦t✐♦♥ ❏P❊● ✭▼✲❏P❊●✮ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❝❛s❡ st✉❞② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦❈▲✐❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✷❪✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❙♦❈ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝②❝❧❡✲❛❝❝✉r❛t❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❈▲❆❙❙❨✳ ❚❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r t♦♦❧ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❛♣✐❞❧② ❛t ❛ ❧♦✇
❝♦st✳
Demux VLD IQ-ZZ Idct Libu
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r
■♥r✐❛
❈▲❆❙❙❨✿ ❈❧♦❝❦ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ ❢♦r ❘❛♣✐❞ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s ✶✾
✼✳✶ ■♥❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ▼✲❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐❡s s♦♠❡ ✜❧t❡rs t♦ ♣✐①❡❧ str❡❛♠s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s 8 × 8✲♣✐①❡❧s ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜✈❡ t❛s❦s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❉❡♠✉①✱ ❛ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ♦❢ ▼✲❏P❊● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s str❡❛♠s❀ ❱▲❉✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧❡♥❣t❤ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❍✉✛♠❛♥ ❛♥❞ r✉♥✲❧❡♥❣t❤ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡s❀
■◗✲❩❩ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ■q③③ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✮✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥✈❡rs❡ ③✐❣✲③❛❣
r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t r❡❛rr❛♥❣❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♥❞❡r✐♥❣❀
■❞❝t✿ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ▲✐❜✉✿ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ❛
❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 8× 8✲♣✐①❡❧s ❜❧♦❝❦s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✲❏P❊● ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛
s❤❛r❡❞ ♠✉❧t✐✲❜❛♥❦ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ✉♣ t♦ ✜✈❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✉s ♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦✲♦♥✲❝❤✐♣ ✭◆♦❈✮✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✴♣❧❛t❢♦r♠ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛ ❜✉✛❡r ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❦ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✱
❛ t❛s❦ ❝♦♥s✉♠❡s ✐ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts ♠❡♠♦r② ❜❛♥❦ ❛♥❞ ✇r✐t❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❦ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♣ t♦ ✜✈❡ ♣r♦❝❡ss♦rs {p1, p2, p3, p4, p5}✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ✶✱ ❛❧❧ ▼✲❏P❊● t❛s❦s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r p1 ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✷✱ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❛s❦s ❉❡♠✉①✱ ❱❧❞✱ ■q③③ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ p1 ❛♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❛s❦s ■❞❝t ❛♥❞ ▲✐❜✉
❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ p2✳ ■♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✸ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t t❤❡
❞❡✜♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❡❝t s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❛s❦s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✷ ❛s s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❛s❦ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✸ ❛s ♥♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❛s❦ ♠❛♣♣✐♥❣s✳
✼✳✷ ❆❜str❛❝t ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥
❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❈▲❆❙❙❨✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❙♦❈▲✐❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ▼✲❏P❊● ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ✶✮ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛rt✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❡♠✉① t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❱❧❞ ❛♥❞ ■q③③ t❛s❦s❀ ❛♥❞ ✷✮ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❞
❝✉r✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✸✻ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✐①❡❧ ❜❧♦❝❦✲✇✐s❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳
❲❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣✉t t❤❡♠
t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿




















❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣r♦✜❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ▼✲❏P❊●✱ ❚❛❜❧❡ ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
α(e) + β(e) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙♦❈▲✐❜✳
✼✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ▼✲❏P❊● ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❙♦❈▲✐❜✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s
✶✵✭❛✮ ❛♥❞ ✶✵✭❜✮ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧✇❛②s ♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥
❘❘ ♥➦ ✼✾✶✽
✷✵ ❆♥ ✫ ❇♦✉♠❡❞✐❡♥ ✫ ●❛♠❛t✐é ✫ ❘✉tt❡♥
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ▼✲❏P❊● ▼❛♣♣❡❞
✐❞❡♥t✐✜❡rs t❛s❦s ♣r♦❝❡ss♦rs
✶ ❉❡♠✉①✱ ❱❧❞✱ ■q③③✱ ■❞❝t✱ ▲✐❜✉ p1
✷ ❉❡♠✉①✱ ❱❧❞✱ ■q③③ p1
■❞❝t✱ ▲✐❜✉ p2
✸ ❉❡♠✉①✱ ■q③③✱ ▲✐❜✉ p1
❱❧❞✱ ■❞❝t p2
✹ ❉❡♠✉①✱ ❱❧❞ p1
■q③③ p2
■❞❝t✱ ▲✐❜✉ p3
















❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆♥❛❧②③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ▼✲❏P❊●✳
❋✐❣✉r❡s ✶✵✭❝✮ ❛♥❞ ✶✵✭❞✮✳ ❚✇♦ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙♦❈▲✐❜ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✿ ❜✉s ✈❡rs✉s ◆♦❈✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t❡♥❞❡♥❝② ❛s
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙♦❈▲✐❜✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈▲❆❙❙❨ ❛♣♣❡❛rs ❣♦♦❞
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦❈✲❜❛s❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✉s✲
❜❛s❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ◆♦❈s ♦✛❡r ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥ ❜✉s❡s✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆♦❈s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥❦s
t♦ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉s ❛❝❝❡ss ❝♦♥✢✐❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆♦❈✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉s ❣❡ts ❤✐❣❤❡r✳
❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✭❜✮✱ ❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
✺ ✭t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✮ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✽ ✭✜✈❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ▼✲❏P❊● ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣r♦✜❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦✈❡r s✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ✇✳r✳t✳ ❜✉s✲❜❛s❡❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❈▲❆❙❙❨✱ ✐✳❡✳
❋✐❣✉r❡s ✶✵✭❝✮ ❛♥❞ ✶✵✭❞✮✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼✲❏P❊● ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱
❤❛s ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✜rst ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r❞❡r ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t✇♦ ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r t❛s❦s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts✱
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② t❡❞✐♦✉s✳
■♥r✐❛












❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ▼✲❏P❊●✳
❚❛s❦s ❖❜s❡r✈❡❞ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ◆✉♠❜❡r ♦❢
❡✈❡♥ts r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s
❉❡♠✉① e1demux ✶ ✶✷✻✺✶
e2demux ✶ ✷✶✵✸✷
e3demux ✸✻ ✷✹✻✹
❱❧❞ e1vld ✶ ✷✽✵✹✷
e2vld ✸✻ ✸✵✵✼
■q③③ e1iqzz ✶ ✶✻✻✽
e2iqzz ✸✻ ✹✾✹✻
■❞❝t e1idct ✸✻ ✽✾✼✽
▲✐❜✉ e1libu ✸✻ ✶✹✾✻
❚❛❜❧❡ ✷✿ Pr♦✜❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ▼✲❏P❊● t❛s❦s ❛s ✐♥♣✉ts ❢♦r ❈▲❆❙❙❨✳
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥s ♦♥ ▼P❙♦❈s✳ ❲❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡r♥❛r② ❝❧♦❝❦ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r s❝❤❡❞✉❧❡s ♦♥ ▼P❙♦❈s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✲
✉❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t✲❜②✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❛s❦s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❝②❝❧❡ ✐♥✲
t❡❣r✐t② ✭t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥ts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✐s ❢✉❧❧②
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛❞❛♣t✐✈❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✲
✐♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❝❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧✱ ♥❛♠❡❞ ❈▲❆❙❙❨✱ t♦ ❤❡❧♣ ❢♦r r❛♣✐❞ s②st❡♠ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣✳
❆ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❛❜♦✉t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼✲❏P❊● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ♠✉❧✲
t✐♣r♦❝❡ss♦r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈▲❆❙❙❨ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❝②❝❧❡✲❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❙♦❈▲✐❜✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❈▲❆❙❙❨ q✉✐t❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ✐ts ✐♥♣✉t ♣r♦✜❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❛s❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②s ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♦♥❡s✳
❖✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❈▲❆❙❙❨ ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s✲
♣❡❝ts ✐♥ s②st❡♠s✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ❈❛❢❡s ❬✶✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛✉t♦♠❛t✲
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